
Lecture notes
Lukas Rahmn

Fourieranalys, 5.3 to 4.1

Repetion

LTI-system, y(t) = (h ∗ x)(t) =
∫ ∞
−in f ty h(t− τ)x(τ)dτ

Stabilitet
∫ ∞
−∞ |h(t)|dt < +∞ (Antags närmaste veckan)

Inledning

Fundamental observation Om Xω(t) = ejωt, ω ∈ R, j2 = −1
så gäller yω(t) = (h ∗ xω)(t) =

∫ ∞
−∞ h(t− τ)ejωτdτ =

∫ ∞
−∞ h(t− τ)ejω(τ−t+t)dτ∫ ∞

−∞ h(−τ)ejω(−t)dτ · ejωt = H(jω) · Xω(t)
H(jω) =

∫ ∞
−∞ h(τ)e−jωtdτ H(jω) oberoende av t

Således: xω egenvektor till LTI-system, y = Sx = h ∗ x med egen
värde H(jω)

Exempel

• Kan vi hitta ett stabilt h s.a. x(t) = ejt ger y(t) = 5e3jt?

• Lösning. Observera x = x1, (ω = 1). Om h existerar så gäller
y(t) = H(j1) ∗ ejt =

? 5e3jt Omöjligt!

Tidskontinuerlig Fourietransform (CTFT)

Om x : R → C uppfyller
∫ ∞
−i∞ |x(t)|dt < +∞ så defineras dess

Fouriertransfrom X enligt X(jω) =
∫ ∞
−∞ x(t)e−jωtdt, ω ∈ R

Egenskaper:

• X begränsad och kontinuerligt

• X bestämmer x entydligt, (nästan överallt)

Exempel

• x(t) = e−αtu(t), α > 0 Beräkna X

• Lösning:∫ ∞

−∞
x(t)e−jωtdt =

∫ ∞

−∞
e−αt · e−jωtdt

=
∫ ∞

0
e−(α+jω)tdt =

[
− e−(α+jω)t

α + jω

]∞

t=0

= 0−
(
− 1

α + jω

)
=

1
α + jω
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Fundamental likhet

Om h, x : R → C upfyller
∫ ∞
−∞ |h|,

∫ ∞
−∞ |x| < +∞ och y = h ∗ x så

gäller

•
∫ ∞
−∞ |y| < +∞

• Y(jω) = H(jω) · X(jω) (Fundamental likhet!!)
Faltning motsvarar multiplikation av
fourietransformenBevis av fund likhet.

Y(jω) =
∫ ∞

−∞
y(t)e−jωtdt

=
∫ ∞

−∞
(
∫ ∞

−in f ty
h(t− τ)x(τ)dτ)e−jωtdt

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
h(t− τ)x(τ)e−jω(t−τ+τ)dτdt

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
h(t)ejωtdtx(τ)e−jωtdτ = H(jω) · X(jω)

Typisk tenta uppgift (TTU)

• Bestäm alla stabila LTI-system y = h ∗ x, så att x(t) = e−tu(t) ger
utsignalen y(t) = te−2tu(t).

• Lösning: Fundamental likhet: Y(jω) = H(jω)X(jω) → H(jω) =
Y(jω)
X(jω)

X(jω) = {α = 1} = 1
1 + jω

Y(jω) =
∫ ∞

0
te−2tejωtdt =

∫ ∞

0
t · e−(2+jω)tdt

partiell integration =

[
−t · e−(1+jω)t

2 + jω

]∞

0

+
∫ ∞

0
1 · e−(2+jω)tdt

2 + jω

=
1

(2 + jω)2

H(jω) =
Y(jω)

X(jω)
=

1 + jω
(2 + jω)2 =

2 + jω− 1
(2 + jω)2

=
1

2 + jω
− 1

(2 + jω)2 →

→h(t) = e−2tu(t)− t−2tu(t) = (1− t)e−2tu(t)

Räkneoperationer med CTFT

• x = α1x1 + α2x2, α1, α2 ∈ C ≡ X = α1X1 + α2X2
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• z(t) = t · x(t) ≡ Z(jω) = j · X′(jω)

Bevis: Z(jω) =
∫ ∞

−∞
t · x(t)e−jωtdt = j

d
dω

∫ ∞

−i∞
x(t)e−jωtdt = jX′(jω)

Ex: Vet x(t) = e−αtu(t) ≡ X(jω) =
1

α + jω

x1(t) = te−αtu(t) = t · x(t) ≡ Z1(jω) = jX′(jω) = j · −j
(α + jω)2 =

1
(α + jω)2

z2(t) = t2 · x(t)→ Z2(jω) = j2 · X′′(jω) =
2

(α + jω)3

• z(t) = x(t− t0) ≡ Z(jω) = e−jωt0 X(jω)

• z(t) = x(−t) ≡ Z(jω) = X(−jω)

• z(t) = x(a · t) ≡ Z(jω) = 1
|a|X(jω/a), a 6= 0

Exempel

• z(t) = e4tu(1− 2t) Bestämm CTFT

• Lösning: z(t) = w(−2t), där w(t) = e−2tu(t + 1)

w(t) = e−2(t+1−1)u(t + 1) = e2v(t + 1), v(t) = e−2tu(t) V(jω) = {α = 2} = 1
2 + jω

→

W(jω) = e2 · ejωV(jω) =
e2+jω

2 + jω

Z(jω) =
1
| − 2| ·V(−jω/2) =

1
2
· e2−jω/2

2− jω/2
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