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Lecture notes DATo37
Lukas Rahmn

2 november 2016

Tidkomplexitet(tidsdtging)
1. Mita impiriskt
2. noggrant rankna anta intruktioner

3. forenklad modell/komplexitets analysi

Konstnadsmodeller

Uniform modell

1. Tal kan vara hur stora som helst
2. Oidndligt minne

Logaritmisk modell

1. Tidsatgangen for operationer pa tal ar propotionell mot antal bitar

2. Odndligt minne

Biista-, virstafallskomplexitet

void filter (double[] x){

for(i=o; i < x.length —5;i++){

double s=o0;

for(int j=i; j < i+5; j++){

s+=x[j 1;
}
x[i]=s/5;

}
T(n) = O(n)

void f(int[] x){
for (int i=x.
x[i—1]=0;

length; i >o0; i /=2){

O(n?),0(nlogn)véxer olika fort men
O(n?) kan vara béttre algoritm for sma
n

n=2kk= logn

Andligt minne: Algoritmen tar
O(n?) < O(m?),m = 4GB Alltsa
begransar minnet mer dn algoritmen.

hasDuplicate () {
for (...){
if (a[i]==a[i+1]) return true;
}
}

Bésta fall O(1) , vdrsta O(n)

Notera att den inre loopen upprepas
endast 5 gdnger oavsett n, darfor ar
den inre loopen konstant tid. Darfor
ar totalt tidskomplexiteten O(n) inte
o(n?)



T(n) = O(logn)
Dynamisk array

Kom ihag IntMultiSet. Den inehéller en int|] arr;

void add(int x){

}

P.ga av att arrayen &r av fixed storlek sa blir add O(n)

cclass IntMultiSet {
int[] a;
int size;
void add(int x){

if (size=a.length){
int[] newa = new int[size+10];
for(int i=o;i<size;i++){newal[i]=ali];}

a=newa;

}
a[size]=x;
size++;

}

Ersitt istillet size+10 med size*2.

Amorterad tidskomplexitet

Add med
]

x1] @0

1
X1,X2,X3,_] 00000
X1,X2,X3,X4] 6066 6000

X1,X2,X3, X4, X5,_,_,_] 00000

Amorterad komplexitet O(1).

Java generics

void reverse(int[]

int tmp;

for (...){

[
[
[x1,x] 80000
[
[
[
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i=2
i=21
i=1=20

T(2¥) = O(k+1) = O(k) = O(zlog n) = O(logn)

Add fortfarande O(n), vérsta fall &r
fortfarande av linjar komplexitet



tmp=arr[i];
arr[i]=arr[i+1]

Generisk

void<E> reverse (E[] arr)

E tmp;
for (...){

tmp=arr[i];
arr[i]=arr[i+1]
}

Generics:

1. metoder

2. interface

3. klasser

Datastrukturer

ADT

Man skiljer pa vad man kan gora med en datastruktur och hur den ar
implementerad. Implementationerna kan skillja sig mellan olia listor
men alla listor stodjer ett antal metoder.

Listor (Stackar,Koer)

Listor (interface i java collection framework) ArrayList, LinkedList &r
exempel pa konkreta listor.

List add(x),add(x,i),remove(i),get(i)

Stack pop, push LIFO

Ko enqueue,dequeue, (FIFO)
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MVEO055-EXAM-NOTES
Lukas Rahmn
Probability

()=

P[A1UA)=P[A;]+P[A2]—P[A1NA,]
_ P[A1NAy]
P[A2|A2]7 P[Al]
P[B|4;]|P[A;]
P[|A;|B
PP Pl APl
Ser1e<s>0
Zar]“l:l— |r|<1
k=1
Zarkil a(1-r")
1—r
k=1
Arithmetic Series: Sn:w

Expectancy & Variance

X)=Y" H@)f(f)

zeX

X)= [~ 1)@

Elc]=c¢, ElcX]=cE[X]
E[X+Y]=E[X]|+E[Y]
E[XY|=E[X|E[Y]iff indepentent
o*=Var[X]=E[(X —p)*|=E[X?)- E[X]*
Var[c]=0, Var[cX]|=c*Var[X]
Var[aX+bY]=a*Var[X]+b*Var[Y]+

abCov(X,Y)
Cov(X,Y)=E[(X —pz) (Y —piy)]
Cov(X,Y)=E[XY]-E[X]E[Y]

Moment generating functions
mx (H)=Ele"]
k

d m)li (t) :E[Xk]

dt t=0
Y=X1+... X, =my(t)=mgy, (t)*..
Y=a+BX—my (t)=e*mx (Bt)
Di listributi
X~Geo(p)—Fy(t)=1 —(1—p)ﬂ°°f<t>
P[X>z]=1-P[X<z]= 2)=> flx

zeX

.My, (t)

fx()=Fx(t)—Fx(t-1)
Conti listributi

b fx(x)dx=1
b
Pla<X<bl=[ fx(z)dx
P[X=z]|=

Fx(t)=[ [fx(z)dz
x(a)=2x)
Continuity correction
Discrete  Continuous
P[X=z] Plz—0.5<X<z+0.5]
P[X<z] P[X<z+0.5]
P[X<z] P[X<z—0.5]
P[X>z] P[X<z—0.5]
P[X>z] P[X<z+0.5]

Chebyshev’s mequahty
Pl X - u|>6]<*

2
Pl| X— 1-Z
1X—pl<ed>1-7

1
e=ko—P[|X— u\<kza]<1—k—
,lQmLDlsj;mbjlans—

fxy= ZZfXYSUZ/

zeX yeY

:Z Ixv(z,y)

yey

:Z Ixy(z,y)

IEX

fxy(x,9)=fx(x)fy (y) iff indepentent
H(X,Y)]= / / H(z,y)(z, y)dedy
E[XY]=E[H(X,Y)], H(X,Y)=X*Y

/ / zfxy (z,y)dedy
:[m [m yfxv (@,y)dady

Cov(X,Y)

Var[X|VarlY]
Sample statistics

n
_ X;
=>_ n
=1
1

Median: P[X <m]=P[X >m]|==

PXY=

S2:§n: (Xi-X)*
=1
Y X2, X))
n(n—1))

o~(estimated range)/4, normal

n—1

o~(estimated range)/6, unkown
Unbiased: E[f]=6

2
Var[X ]:U—

n

(n—-1)$?/*=> (X;—X)*/o”

i=1
Nchifsquared(nfl)

\/X’Y v 52/ Hoe

e {(nl)SQ (nl)SQ}

X?x/2 7 X?—a/2
General: find P[—%(Q/Q)SCSD(Q/Q)]
o? known, Z+Z,9y0v/n, Z~N(0,1)
o2 unknown, Ttt,25/Vn
(Zayp)?0?
d2 T d2?

Eor a sample of size n from distribution

- (Za/2)202

with mean p Variance o2, when n is large X
is approximately normal with mean p Vari-
ance o2 /n.

Hypothesis testing

a=P[’type 1 error”|=P[’reject Hy”|Hy]
B=P[’type 2 error”|=P[fail reject Hy"|H{]
?Power of test”=1—7

Non parametric methods
Sign-test: Calculate median M on the

sample of n. Then calculate X;—Mforz;€
X. Let Q4+ denote the number of positive
differences. @i~Bin(n, %) Zeros are as-
signed two the sign that supports Hy
Wilcozon rank-test: As befor calculate M
and X;—M order the list of differences from
least to greatest. Number them 1 to N
where 1 is the smalest difference. For equal
difference assign the mean rank to each of
them. Let W, denote the sum of pos-
itive ranks and W_ the negative ranks.
W=min(W_,, W_) Lookup w in table or use
normal approximation. This test can also
be used for paired data, then use X;—Y; in-
stead of X;—M,

E[W}:n(nJrl) 7 Var[W}:n(n/+1)(2n+l)
4 24
a=W<cor W>C, C:n(n2+1) —

W=>"R;I;,max W—I;=1.

i=1
Wilcoxon rank-sum test: Given two sam-
pleS Xl: X27 eey X'n and Y1,Y25 -+ Ym, m<n

pool them and order them from smalest
to largest. Assign ranks from 1 to N+M,
draws are each assigned the average rank.
Let W,,= the sum of all ranks beloning to y,
the smaller sample. Let ¢ denote the lower
critical boundry left tailed tests and C the
upper boundry. c¢ is given i given in the

table.
C=m(m+n+1)—
1
E[Wm}:%
1
Var[Wm]:%
Propotions
X ——
Z2 yp(1=p
n:%, P estimate known
22/2
=1 estimate unknown
I o
po(1—po)/n
— X7 X
P1—P2=—"—"—
niy N9
— 1 (1—p; 2 (1—p:
pl—pzﬁ:Za/z\/pl( p1)+P2( P2)
nq T2

. Nip1+ngp2
When: p1=p2,Pp=—

ni+neo
T P1—P2
ﬁp(l_ﬁp)(l/n1+1/"2)
o P1(1=p2)+pP2(1-p2)
n=2z, a/2 d2



2y

2d?
Comparing means

pi1—p2=X1+Xo~N (pi1—p2, 01+03)
n .8
X2, /72 7?83
g2 (m—1)Si+(n2—1)S3
p ni+ng—2
1 2
Comparing means:

NFnl—l,ng—l

Variance known:
:Xl_XQ_(Nl_IJZ) N
(0f /n1+03 /n2)

Variance unknown:

N(p1—p2, 07+03)

X1—Xo— —
U%:UL%’T: - 2 (/Ll N’2) nit+nz—2
52(1/n1+1/n2)
X —Xo— -
Jf#ag,T 2= (11— i) ~T,
V(S7/n1+853 /n2)
_ (8f/m+83/n2)?
T (83/n1)? | (S3/n2)?
Tni—1 t T na— 1

Linear regressmn

py|e=Bo+prx, Y|r;=Fo+12i+E;
ElNN(O7 02)7 Y|xNN(:uY|:Ev 02)

SSE= Ze —Z 0—b17;)
=1
dSEE "
Minimize SEE: db :—QZ —bo—
EE
ds _—QZ bu—blftl

db;

by=" 2t xiyi_(z;l:i i) (i Vi)

n Y el =L, @)’
bo=y—b1Z, Y;~N (Bo+P1xi,0%)
wa:Z(xi_f)2v S@/@/:Z(YZ’_Y)2

5. = nya? —sz Zﬂc

Say=(x; x)(n—Y):Zm—xm
Swy:(anmfoiZE-)

n

blxz)

Y 77_ Yz

bl:S,,J:Z('r ) :CIY1+"'+CHK1,
Sxm T
z;—x)Y; o2

Cj:( JS ) J» blNN </81a S )

2
bo~N (ﬁo’ nZS t 02)

2 =622 =8,y Sual}
Tn bl Bl blita/?g/ T
T S/VE v
_ 2
n—2=",;7  ——\_ bO 50 bO:l:ta/2S Z
(S\/EIQ) nSm
nSye
1 (z—%)?
fiy|a~N (u o {g+( ) D
x—T2)
fry|attas2S (

(Y\x Y|z)=(fty|o— Y\:U

(Y=Y |z)~N (O, o? {1—&—%—1—(

=)

Y|x Y|x

N ot

Y|xita/25‘/1+ +

Partial integratlon

/u(:c)v’(x)dac:u(x)v(x)f/u’(:c)v(x)dw

Name density def mgf 1 o2
Gemetric (1-p)*~1p x>1 lff;et p1 qp~2
n te n n 2 n N 2
Uniform % T=T1...Tp 721? . Efll =1 ( fo IZ)
Binomial (:)pz(_lkfp)"_z z=0,1...,n (q+pet)” np p(1—p)
Poisson = x!km z=0,1,2,... k(e =1) k k
Exponential %e*“”/ﬁ x>0, >0 (1-pt)~ ! 8 B2
Uniform ﬁ a<x<b ett(bbffl) , t#0,1, t=0 GTH’ (bzg)z
Normal - 1% exp [—% (“;“)2 —00<T <00 ettt/ w o?
Chi-squared F(7/2)27/2 xV/21emw/2 x>0 (1—2t)—7/2 v 2y
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Komplexa exponentialer, Steg funtionen, Enhetsimpulsen och System
egenskaper

Komplexa exponentialer

Kont: x(t) = Ce™
Disk: x[n] = Ca!, Allmént: C,a,x € C

Signalmodel

Fall 1 C,a € R a > 1 => funktionen dkar
0 < a <1 => funktionen avtar
a < 0 teckenvixling i x[n]
Fall 2: C,a € C, men 14t |a| =1
a=1xe?
C=Axe?
x[n] = Ae'™ x 0¥ = Ael (@0 H9) — Acoswy + ¢ + jAsinwy + ¢

Fall3: C,a € C

C = Ae'*?
a = Be" % = {B = ¥}/ %0
x[n] = Ae]¢ * e(j0+20)” — AEZO*” * ej(QOJrq))

x[n] = Ae0*"(cos(Qg * 1 + D) + jsin(Qg * n + @))

Enhetsteg (Kontinuerlig)

u(t) = {1,t>0

Def

0,t<0

Vi later u(O) vara odefinerad, andra definerar den som o,1,eller %

Enhetsimpuls, 6(t) (Kontinuerlig)

Ingen vanlig funtion, en distribution"
Beskriving:
() =tt#0



/O;J(t):l

En odndligt "kortsignal men en 6dndligt hogamplitud. Amplituden
vid t = 0 &r j begransad. Man kan tinka sig éc(¢) = 1 och 6(t) =
lime_~0d¢(f) Enhetsimpulen defineras futifran sina egenskaper, €]
sina amplitudvéirden. Lat f(t) vara en godtycklig signal (funktion)
som &r kontinuelig for t = to D& ar f(t) - 6(t — tg) = f(to) - 6(t — to)
och vidare

| ftey-st—to)dr = [ flio)at—to)dt = fito) [ a(t—to)dt = fo)
Samband Enhetsteg och Enhetsimpuls (Kontinuerlig)
Samband
d
(1) = d— u(t
5t
Diskret enhetsteg

Diskret enhetsimpuls
1,n=0
ol =3
0,n#0

Samband Enhetsteg och Enhetsimpuls (Diskret)

d[n] =uln] —uln—1]

Y o[k

k=—o0

System

En process dédr det finns ett samband mellan 6rsak och verkan "
Orsak, insignal
verkan, utsigal

LECTURE NOTES SSY080 2



LECTURE NOTES $5Y080

Systemegenskaper
Tidsinvariant, T1

Insignal ‘ Utsignal

For ett TI system galler  x(t) y(t)  Tidsinvariant om:
x(t—tg) y(t—to)

y(t—to) = ya(t)
x(t)— > system— > Delay top— > y(t — to)
x(t)— > Delay ty— > System— > y,(f)

Linjirt
For linjart system géller
Insignal Utsignal
x(t) y(t) a konstant, Homogent
ax(t) ay(t)
x1 () y1(t)
xa(t) ya(t)
x1(t) 4+ x2(t) y1(t) + ya(t) Additivt
ayx1(t) + azxa(t) + ... alyl(t) + ayya(t) + ... a; dr konstanter, superposition

Additivt'+ "Homogen-> Linjart

Kausalt
x(t)— > System— > y(t)

Ett system &r kausalt om utsignalen y(t) endast beror av samtida
och/eller tidigare virden pa insignalen, x(t — ty), tp > 0. Alla fysika-
liska system é&r kausala.

Minne (Dynamiskt)

Ett system har minne om dess utsignal vid tidpunkten tq beror pa
fler insignal Varden an x(to).

Ex.y(t) = [,
Minneslost system (Statiskt)

Utsignal beror endast pa det samtida insignalvardet.
Ex.

Studera egenskaper for det diskreta fallet i kursboken.
10
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I kursen studerar vi LTI-system (Linjdra, Tids Invarianta system).
Ett vanlig satt att karakterisera ett system &r att ange dess utsignal
for en given (och kind insignal). For insignalen x(t), en enhetsimpuls
blir signalen y(t) = h(t) systemets impuls respons. Motsvarande
samband fs for ett diskret system. Insignalen x[n] = [n| ger utsig-
nal y[n] = h[n], systemets impuls svar

Samband mellan insignal och utsignal for ett LTI-system

e Diskret fall: Antag att vi kdnner impulssvaret till ett diskret LTI-
system. x[n] dr en godtycklig insigan (diskret). Bilda produkten
x[n] - 6[n] = x[0] * &[n] av insignalen och déarefter produkten
x[n]-8[n — k| = x[k] - 8[n — k].

Tydligen kan vi teckna x[n] som en summa av viktade och skiftade
enhetsimpulser.

x[n] = ..x[=2]6[n +2] + x[—1]6[n + 1] + x[0]6[n] + x[1}d[n — 1] + x[2]6[n — 2] + ...

x[n] =Y x[k]6[n—K]|

k=—00

For ett LTI-system géller:

Insignal ‘ Utsignal
é[n] h[n] impulssvar
5[n — k| hin—k] TI
x[k]é[n — k] x[k)h[n — k] Homogent
x[n] =Y o xkld[n—k] | yn] =Y x[k]h[n — k] ( faltningsumma)

Forenklat skrivsitt y[n] = x[n] x h[n].
Genom en variabelsubstitution kan man visa att

x[n] x h[n] = h[n] * x[n]

och alternativt -
y[n] =) hlklx[n -k

k=—00
o Kontinuerligt fall: Antag att vi kdnner impulssvaret h(t) till ett kon-
tinuerligt LTI-system. Lat x(t) vara en godtycklig insignal. Dela
in signalen i rektanglar med bredd e och hojd x(ek). £(t) utgor
denna approximation av x(t) dér £(f) & summan av pulserna. Vi

11



definerar en enhetspuls som

1

2 0<t<
be(y =€ = °F

0, annars

Véra pulser kan vi nu teckna som

x_1 =0c(t+€)x(—e)e
xo = 0e(t)x(0)e

x1 = de(f—€)x(e)e

Xy = de(f — 2€)x(2€)e

() = i O (t — ke)x(ke)e

k=—o0

Lat he(t) vara systemets utsignal for insignalen Jc () (pulssvar).
For ett LTI system géller

Insignal Utsignal
Je(t) he(t)
O (t — ke) he(t — ke)
O (t — ke) he(t — ke)
O (t — ke)x(ke)e he(t — ke)x(ke)e
R(t) = Ypo oo Oe(t —ke)x(ke)e | g(t) = L2 oo he(t —ke)x(ke)e

Late — 0

Je(t) — 6(t)

he(t) — h(t)

ke — 7 En kontinuerlig variabel
€ —dt
ey
£(t) — x(t)
9(t) = y(t)

Vi far
y(t) = /°° h(t — 7)x(t)d

—00

Forenklat skrivsitt y(t) = h(t) * x(t). Genom en variabel subsition
kan man visa att h(t) * x(t) = x(t) *x y(t) vilket ger

y(t) = /°° h(r)x(t — T)dT

—00

12
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LECTURE NOTES 3

Systemegenskaper kopplad till impulssvaret

* Kausalt LTI-system
Diskret fall hk] =0 for k <0

Kontinuerligt fall, h(t) =0, <0
y(t) = / h(t)x(t — 7)dt
0

e Stabilt system Diskret system Antag |x[n]| < My < oo,Vn —
Begriansad insignal

i hlk]x[n — k]

ylnl| = '
k=—o0

Notera triangle olikheten |a + b| < |a| + |b|
ylnll < 32 [hiKx[n =kl =} [h{k]|- |x[n — K]
k=—c0 k=—o0

men |x[n — k] < My
il < My 3 ]

Med |y[n]| < oo, Vn krav for stabilitet foljer villkoret om

i |h[k]| < oo

—00

Absolut summerbart impulssvar!
Motsvarande giller for ett kontinuerligt och stabilt system

/_°° Ih(8)|dt < oo

13
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Repetion
o LTI-SSystem y(t) = (h+x)(t) = [~ h(t — 7)x(7)d7 (faltning)
e BIBO-stabilit: [*_|h(t)|dt < +oo

e Kausalitet:h(t) =0,Vt <0

Exempel

ha(t) = e™u(t),h(t) = e*u(t),u(t) := steg funktionen
Stabilitet for y£ = h4 * x

S S >0
[ molar = [ etar= 4T
—oo 0 La<0

o’

/oQ |h(t)|dt = /0 edtdr = § <8 =0 => (Stabilitet om « > 0)
—o0 —infty %,(X <0

Exempel 2 Kausalitet

hy kausal, h_ ej kausal

LTI-system och ODE

Kausalt LTI-system y(t) = (h = x)(t) Antag att for snélla", s.a. x(t) =
0,Vt < 0, s& uppfyller y och x en ODE med konstanta koefficienter.

Problem: kan vi dterskapa h frdan ODE:n?
Ex.

y(t) = (h*x)(t) [Kausalt]

Y/ (t) = 3y(t) = x(t), x(t) = OVt < 0
Losning (Integrerande faktor)
(y'(£) = 3y(1))e™> = x(t)e™™
(e ™) = x(t)e™

14



LECTURE NOTES 2

Kausalt ger y(t) = 0 Vt <0
=3t _ fO 3T "dr = fO e 374t => y(t) —

fot X(T) 3(t— T)dT

Infor h(t) = e* kom ihédg, x(t) = 0,Vt <0

= [T h(t—1)x(t)dt = (h*x)(t)

dar h(t) = e3u(t)

Ar systemet stabilt? Nej h = h,a = 3 — Ej stabilt!

Mer allmént y' — at = x — y(t) = (hy * x)(t), hy = e*u(t).

Exempel

y//_3y/+2y:x
x(t) — 0, \V/L < 0, _>kausalitet y(t) — 0, Vt < O

Observera
v =3y +2y=( -y -2/ —y) = «x

Inforz=y' -y, sa.z —2z=x
z:hz*x—>y’—y:z—>h“(t)y:hl*z%y:hl*(hz*x):(hl*hz)*x%y:h*x,h:hl*hz

Ovning

h(t) = /j:o hi(t — T)hy(T)dT = /tet*TeZTdT

0

Allmin strategi (Kausalt LTI-system)

y=hxx,yn) +a, 1y . Fay Fagxy = x,x(t) =0,V <0
Karakteristiska ekvationen: " +a,_1 * 7" ' + ..+ @ T+ a9 = 0

Rotter (Mojligen komplexa): 71, 7, ..., T — hy () = =% u(t)

— h(t) = (hg * hey % ... % hy,)

Tex:y2) —3y1) 42y =X 5> —3142=0>1 =1, =2—>h=h xh

LTI system och differans elvationer

Kausalt LTI-system,diskret tid, y[n] = (h * x)[n] Antag att for alla x
med x[n] = 0,Vn < 0, s& uppfyller y och x en DIE med konstanta
koefficienter.

Kan vi aterskapa h[t] fran DIE Se kapitel 10.4 till 107

Exempel

e Finn h om

{y[n] —ayln — 1] = x[n]

x[n]=0,Vn <0

15
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e Losning: (Kausalitet ger y[n] = 0,Vn < 0)

y[0] = x[0]
y[1] = a-y[0] 4+ x[1] = ax[0] + x[1]
y[2] = a-y[1] +x[2] = a(a-x[0] + x[1]) + x[2] = a® - x[0] 4+ a - x[1] + x[2]

vl = 3 haln - Kxld) = (h* 2)[n]

k=—0c0

Ar systemet stabilt? Alltsa:

i |halk]| < 400

k=—o0
::iIW: 0o, fa 21
k=—o0 %Mr ’a| <1

Exempel hogre ordningens differens ekvationer

e Finn h om

y[n] =3yln — 1]+ 2y[n — 2] = x[n]
x[n] =0,vn <0

¢ Losning:
yln] =3y[n — 1] +2y[n -2
=(yn] —yln =1]) =2(y[n 1] —y[n - 2])
=z[n] — 2z[n — 1]

z=hyxx = y[n] —y[n—1] = z[n]

y=hyxz="hyx(hyxx)= (hyxhy)*x =hxx
Allman strategi: Kausalt LTI:

B TR —kl =

) e {Y)F I 1) eyl — k] = <]
x[n] =0,Vn <0

Karakteristiska ekvation T4+mt" 14+ a, =0

Rotter 7y, ..., ™

16
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Fourieranalys, 5.3 to 4.1

Repetion

LTI-system, y(t ) = (h*x)(t) = fojnfty (t—1)x(1)dT
Stabilitet f (t)|dt < +co (Antags ndrmaste veckan)

Inledning

Fundamental observation Om X,,(t) = ¢/, w € R, = —1

s& galler y, (t) = (h*x0)(t) = [T h(t —T)e/TdT = [%_h(t — 1)e/ T4t
f h T)e/(tdr . e/t = H(jw) - Xu(t)
f_oo h(t)e i“tdt
Séledes: X, egenvektor till LTI-system, y = Sx = h * x med egen
virde H(jw)

H(jw) oberoende av t

Exempel
e Kan vi hitta ett stabilt h s.a. x(t) = e/ ger y(t) = 5¢%*?
e Losning. Observera x = xq, (w = 1). Om h existerar sa géller

y(t) = H(j1) x e/' 55¢% Omojligt!

Tidskontinuerlig Fourietransform (CTFT)

Om x : R — C uppfyller [%_ [x(t)|dt < +oo sd defineras dess
Fouriertransfrom X enligt X ( ]w f te “i9tdt w € R
Egenskaper:

¢ Xbegransad och kontinuerligt

¢ X bestdmmer x entydligt, (ndstan overallt)

Exempel
o x(t) = e ™u(t),a > 0 Berdkna X

¢ Losning:

/ " x(p)e it = / Tt gty

_/ (o)t g _ o—(atjw)t _ o (- 1 _ 1
—o &+ jw &+ jw

a+ jw



Fundamental likhet

Omh,x : R — Cupfyller [*_|h|, [ |x| < +o0ochy = hxxsa
géller

o [Tyl < oo
* Y(jw) = H(jw) - X(jw) (Fundamental likhet!!)

Bevis av fund likhet.

Y(jw) = [ Zy(t)eﬂ‘wtdt
_ / " /_ D;ftyh(t—T)x(T)dT)e_j“’tdt

_/ / tf T —]w(t T+T)dTdt

_/ / (Heltdtx(T)e Mt dt = H(jw) - X (jw)

Typisk tenta uppgift (TTU)

* Bestam alla stabila LTI-system y = h x x, s att x(t) = e~ 'u(t) ger
utsignalen y(t) = te~2u(t).

e Losning: Fundamental likhet: Y (jw) = H(jw)X(jw) — H(jw) =
Y(jw)
X(jw)

X(jo) = {u =1} = 7=

Y (jw) :/ te*Zte]'“’tdt:/ toe” 2HWtgy
0 0

e_(1+jw)t © e—(2+jw)tdt
partiell integration = | —t - i O + /0 1- e
-t
- 2+ jw)?

.y Y(jw) 1+jw  24jw-1
HU9) = Xjw) = @rjw) = @+ jw)?
1 1
T24jw (24 jw)?
—h(t) = e 2u(t) — t2tu(t) = (1 —t)e >tu(t)

Rikneoperationer med CTFT
o x=wmx1+axp, 1,00 EC=X=a1X1 +aXp

18
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o z(t) =t-x(t) = Z(jw) = j- X' (jw)

Bevis: Z(jw) = [ Z Fox(t)etdt = j% | _°; x(BeItdt = X (jow)

Ex: Vet x(t) = e *u(t) = X(jw) = . +1]w

(1) = teult) = £ 2(0) = Za(jw) = X (1) = ] (s = o
22(6) = £ 2(0) = Za(je) = - X" () = (1o

o z(t) = x(t — ty) = Z(jw) = e N X (jw)

* z(t) = x(—t) = Z(jw) = X(—jw)

* z(t) =x(a-t) = Z(jw) = X (jw/a),a #0
Exempel

o z(t) = e*u(1 — 2t) Bestimm CTFT

o Losning: z(t) = w(—2t), dar w(t) = e~ 2u(t+1)

w(t) = e 2Nyt 4 1) = ot +1),0(t) = e 2u(t) V(jw)={a=2} = Zj],w —
] 9 i ) e2tjw

W(jw) = eV (jw) = 5— i
. 1 . 1 2 jw/2

Z(jw) = =2 V(-jw/2) = 7 m

19



Lecture notes
Lukas Rahmn

12 September 2017

¢ Continouse time fourie transfrom
* Rep + Continouse time fuirie series

¢ Energi + Rep

Repition

x:R— >c,/ |x(£)]dt < oo

Sa defineras dess fourie transform X(jw) = / x(H)e 7% w e R

—00

Kan referera till w som frekvens

Egenskaper for fourie transfrom

X =w1x1 +axy, = X=a1X7 +aXp

X bestims entydligt av x. Om [*_|X(jw)|dw < o sd géller

1 oo .
= — i jwt
x(¥) = /—infty X(jw)e!*dw, ¥t € R

Viktiga transformer
e y=hxx < Y=H -X
o 2(t) = x(t — to) = Z(jw) = e !X (jow)

o x(t) =t Mu(t),0 > 0 = X(jw) = U

Exempel
¢ Stabilt LTI-system y = h x x. Antag att
x(t) = e ?tu(t)

ger
y(t) = 2te 3u(t)

Om x(t) = e 3u(t) Vad blir y?

20



¢ Losning:

Y(jw) = H(jw) - X(jw)

. N |
I vart fall: X(jw) = i
Y(jw) _ @ ; )’
. . jw 3+jw
Y(jw) = ——— — H(jw) = =L+ =
(@) = B3 7w 7 HU@) = 30wy _—
o, 24jw ) 34+jw—-1 1 1 _ N ,
2 hor =2 G =2 (3570 @) = i) -G
Bestam h

H=2(H — Hy) = h=2(hy —hy)
hy =e3tu(t),(3,n=1,a =3)

hy = te73tu(t), (3,n = 2,a = 3)
h(t) = 2e73(1 — t)u(t)

Om nu
x(t) = e tu(t) —» X(jw) = 37w
. : 1 2 2
Y(w) = H(w) 33720 = G jer ~ Grjep
—=y(t) = ya(t) —y2(t)
t) = 2te 3 u(t)

— Yi(jw) - Ya(jo)

Fourieserier

Stabilt LTI-system y = h * x
/ Ih(t)|dt < oo
—infty
OBS: Om x &r T-periodisk alltsd x(t + T) = x(t),Vt € R. s& blir ocksa
utsignalen T-periodisk.

y(t—T):/oo h(T)x(t—i—T—T)dT:/ (D) x(t = T)dT = (h*2)(t) = y(£)

Kom ihdg x,,(t) = e/ — y(t) = H(jw)xw(t).

27tk

xp T-periodisk <= w = wy = ?,k heltal

xwk(t + T) — ejwk(t+T) — ejwkt . ejwkT e ejwkt e xw(t)

21
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Defintion: Om x : R — C T-periodisk och

T
/ lx(#)|dt < oo
J0
s& ddefineras dess fourierseriekoeff (cx) enligt

27tk

1 (T ,
c(x) = f/o x(t)e 1kt dt, wy = T

Egenskaper

* x = a1x7 + apxp(xy, xp T-periodiska) — cx(x) = ajce(xq) +

woci(x2).

* x bestimms entydligt av c;. Explicit:

[0 9)

Yo ] <oo = x(t) =) ce(x)eltVt € R

k=—o00 k=—o0

Exempel

- x(t) = cos(2t) Vad &r ¢;? [T = 7]

— Losning: Alternativ 1

1 2 1 (71, : :
c(x) = E/o cos(2t)e‘f¥tdt = 7_[/0 ~ (et 4 o7ty e Uk Gt

2

27 27
1 [ Q2it-k) 17 1 [ _e—2t(1+k)
2w | 2j(1—k) o 2 | j2(1+k) .
1 1-1
= E(m) =0k#1,-1

c1(x) =1/2,c_1(x)1/2

0,k#1,-1
ck(x) =
1/2,k=1,-1

x(t) = c_q(x) - e/ oy (x) - et =

N =

Alternative 2:

1

4 1 . ‘ ,
x(t) = 5% 4 e = ¢y (x)el1! + o (x)el !

Exempel: Bestimm ¢, om x(t) = sint + cos3t

22

i /nezjt(lfk)dt + i /neijt(l*’k)dt =
0 0

(e /2t 4 ety = cos2t

1/2,K =43
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Fundamentalt samband

Om x ar T-periodisk sé géller,

. 27tk
ck(y) = H(jw)cr(x)Vk, wy = T

Exempel

Antag
1

x(t)==+) 5 coskt
i1k

N~

H(jw) = (1—2|w)V, |w| <1/2
J 0, ovrigt

Bestim y. Losning [T = 27t.wy = k|

c(y) = Hljwr) - e¢(x) = {Sol(t)éi 1/2,k =0
—y(t) = i c(y)e™ = %Vt

23
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Repition
CTFT
x:]R—)C,/OO Ix(£)|dt < oo
X(jw) = /m x(t)e tdt,w € R
Egnenskaper:

o y(t) = h(t) * x = Y(jw) = H(jw) - X(je)
o 2(t) = ¥(t) + Z(jw) = jwX(jw)

o z(t) = x(t — ty) = Z(jw) = e ¥ X (jw)
Plancharels formel
[e.9) 1 (e9) .
[ @Pat= o [ x(w)Pde

Energin av en signal

- /j:o ()2t

Tva signaler x; och x, dr ndra om
int® | x1 () — xo(t) [ 2dt

ar liten. Formel (1) kallas energi avstand.

Planchel

1 f* . .
E(v,x) = 5 [ 1Xi(jw) = X (jw) P
I denna kurs: lagpass filter y = h * x

H(jw) =0, |w| > wo
Y(jw) = H(jw) - X(jw) = 0,V|w| > wo

24
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Specialfall

H(jew) = 1, |w| < wo n(t) = sin(wot)
0, vrigt t

Vill jmféara:
BGoy) = [ e =yt = 5= [ |X(jw) = H(je)X(jeo) P

1 <)
=— X (jw)[Pdw
37 Lo, XG0
Miater bortfiltrerad del.

Ex Fix € > 0, x(t) = e~ 'u(t) Bestdim minimalt wy > 0 s4 att

E (xr xbortﬁlltrerat) <e

Lagpassfiltrera
‘ 1, |w| < wo
H(jw) {

Losning: Bestamm wp > 0 s.a

1
— X(jw)|?d
= /‘wm| (jw)[Pdew < €

I vért fall: X(jw) = 5w N
! / ! dw Jimn funktion
27 Jiw|zwy 1+ w?
1 /* 1 1 . 1
= ) T2 w=— [arctan(w)],, = — (g _ arctan(wo)) <e

Bestdm minimalt wy sé att detta uppfylls

CTFS
Krav
x:R—=>Cux(t+T)=x(t),vteR
T
/ lx(£)|dt < oo
0
Definition
1 /T i 27tk
c(x) = f/o x(t)e 1kt dt, wy = a
Egenskaper

25
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o y=hxx,xT — periodisk — ¢, (y) = H(jwy) - x¢(x), ¥

© z(t) = ¥'(t) = cx(z) = jercr(x)

o z(t) = x(t —to) — cx(z) = e/ ¥ocy(x)

Parsevals formel
R ST @)
k=—o00
Exempel
1,0<t<1
e Berdkna ¢, om x(t) = dar x(t 4+ 2) = x(t)Vt,—
-1 <t<2
T=2
¢ Losning

1 /2 , 1 1 , 2 .
== | x(t)-e/dt = {wp = mk} = = (/ 1~e*]”ktdt—|—/ -1 -e]”ktdt>
3 = fw=mkh=3 ([ A

1 [_ejnktr _ejrfkt‘|2
== : +|=
2 jrck 0 jrck .

1 . ‘
_ —e Tk 11 —jnk2 _ —jrk 2 _9p—ink
2jrtk ( ¢ tlte ¢ ) 2]7rk( e ™)
_ i(l— (—1)%) = 0, kjamn (k # 0)
jrck ., kudda (k #0)
Berdkna dven co(x)
1 2
co(x) = E/0 x(B)dt =0
Slutligen
& (x) 0, k jamn
]7'ck’ k udda
Parseval
x(H))?=1,0<t<2
1 2 4 4
S x)Pdt=1= Y 55 =2 Y s
2 Jo P (TR iddmieo TR

26



Exempel 2

¢ Antag att x : R — C &r 2-periodisk. pa formen ... Vacker bild pi

grafen av x hir ... Berdkna

Y PR

k=—o0

Den vackra bilden ger T = 2, wy = ZT"k = 1tk

¢ Observera
2k2 _ 1 k 2 1 . k 2
o) PR = 5 lkey ()P = — ljeok ()|
En till vacker bild hdr, fortfarande ingen ritplatta
Parseval:

1
2

= o (")

LRl = 2 ¥ lal)P =g [ P

k=—o0

1 r1/2 p
= - 4dt =2
2/_1/2

Exempel 3

e LTI-system

1—|wl|,|w <1
0, |w| >1

y=hxx,H(jw) = {

Om x(t) = Y32 3¢/ vad blir y= 27r-periodisk

¢ Losning:

. 27tk

ck(y) = H(jwr)ck(x), wy = ﬂ()k

. 0,k#0

H(ka)zH(Jk)—{lk_ —>ck(y)={
L vk>0

a(x) =142

(%) {O,k <0

—yt)= Y aye =1
k=—0o0

27
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Tenta rdkning,

Del A, 5/10, Del B, 7/15

Del A
Uppgift A1

x(t) = cos(300t), h(t) = 600~ V31000 (1)

Bestdim y = hx x, (1p)
Losning:

x(t) = §(ej300t + e—j300t)
y(t) = 1H(j300)ef300t + %H(_]'goo)efjfsom
—> (Tabell viirde)

H(jw
) = \f 100
y(t) = 1600'; j300¢ 1600 1

4600
V3100 + 300 V/3-100 — 300

Uppgift A2
Bestdm (cx) om x(t) =542 - cos(500t + 7t/6) Losning:

x(t) =5+2- 1( j(5006+70/6) 4 p—j(500+7/6))
2

—eJT/6 . p—j500i +5. {ejwot =0} + e+ef”/5gf500f

]n/6

28
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Uppgift 4

T=2r-10"2
1,0<t<T/2

x(t) = - /
“1,T/2<t<T

x(t+T) = x(t),Vt

Lagpassfilter:y = h* x, H(jw) = {1, |w| < 420 rad/20

Jamfor medelenergierna for x och y. Losning
1 T
E = — 2 =1
v =7 [ o

v =1 [ lyoPa =

{Parseval} = Z lex(y)|° = {cx(y) = H(jwg)cr(x), wy 277-[](} =
k=—o0

. 27|k
= % [H(nl - la(x)P # ommu| = T < 420 =
k=—o0
420T

k| < - =42 <= k=0,%1,%2,+3,+4

4
= ) la(x)P

k=—4

1 /T . 1 "T/2
cx(x) = f/o x(t)e K dt = T (/0

1 —pJwkt T/2 e~ Wkt T
T <{ Jwk L—o - { Jwg ]t—T/2>

_ ]wlkT (_ —jxT/2 4 q _ (_e—jwkT+e—jwkT/2)) _

27tk
{wkT/Z = %T/Z = 7tk, w T = 27k, e

. T .
ekt — / e‘f“’ktdt)
T/2

—jwr T _ =1, e—]wkT/Z (_1)k}

_L ok 0,k=2n,n+#0
= (k£ 0} = 32 2(1))—{7%,(_2”+1

29
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co(x) = %/OTx(t)dt —0-

0,k=2nn+#0

nijk,k =2n+1

— Er(y) = Yk = —4*ce(0)]* = e 1 () P + [er ()P + [ea(x) [ + |es(x) > =
4 4 80

2. 42 = ]
712+ 972 972

31 okt/14

Uppgift 5
LTI-system y = hxx , h(t) = 6(t) + (cost +2sint)u(t), x(t) = e 2 u(t)

Bestam vy, (5p) Angaende 4: (6 *2)(t) = z(t),Vt,Vz

Losning: CTFTavdé =1

h(t) =6(f) +ho(t) > hxx =0xx+hy*xx=x~+hg*x
(t) = (cost + 2sint)u(t) Ej integrerbar (CTFT ej def)
(£) = (wel' + pe T )u(t)

=

0
ho

[ (ael™ 4 Be=IT)e 2= dr,t > 0

(ho(t) * x)(t) = {0

_ “(/te'r(jJrZT)dT)eth + :B /t ef'r(j72r)672t,t >0
0 0

. t
eT(j+2)

jt+2

1
02+]

(e(2+j)t _ 1)

30
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26 Okt/15
400
y=hxx,H(jw) = 20+]w)
_2 i 1)+l ain( nnt)
T =1 L
= = nrt
L_E y( —n;ansm( I
Bestdm |B,| for de 3 forsta nollskilda termerna.
Losning:
: 27tk Tk
cx(y) = H(jwg)ck(x), wx = ST =T

Observationer: x reell signal.

- % /0 " e(B)e ot s m(x) = % /O " (Bt = ¢y (x)
v = Y e = ooly) = 0]

k=—o0
= Y (ck ()l +c g (y)e 1)

h(t) = 400te~2%u(t) tabell virde

2 2 —|—1 elnt — g=jeont
WL ()

2j

Tiden gick ut, s foreldsaren héanvisar till kurshemsidan
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Fourierrepresentation

¢ Kontinuerliga signaler.
Byggsten : /! = cos(wt) + jsin(wt)

* Periodiska signaler (Kontinuerliga), x(t) = x(t + 1)
x(t) = Y2 cxef“ok En viktad summa av e/k«ot

¢ Kontinuerliga signaler

x(t) = Zln | (e tde

Viktad summa av e/*!
Signalernas amplitud férdelade 6ver de ingdende frekvenserna
|ck], w = kawy
| X(jw)l, Ve
Signalen fas fordelade 6ver de ingdende frekvenserna,
arg{cy}, w = kwy
arg{X(jw)}, Vw
Utifran parsevals formel fds:

¢ Periodisk signal (Effekt Signal) Effekt(tathet) spektrum, totalmede-
leffekt

00
P=Ci+ Y 2l
k=1

¢ Kontinuerlig signal (Energisignal)
X (jw) PYew

Energi(tdthets)spektrum

Fourietransform av periodiska signaler

Borja sa hir: Vilken signal har Fourier-transformen X(jw) = 27é(w)?

x(t) = % /_O:o 2716 (w) et dw = / d(w)dw =1

—00
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x(t) ar en konstant signal x(t) = 1,Vt, X(jw) ger endast bidrag vid
w = 0 Uttnyttja egenskap vid frekvensskift.

x(t) —rr X(jw)
x(t)eijt —rr X(j(w — wp))

1- et 5 pr 278 (w — wy)
1 . ,
cos(wot) = E(e]“"’t +e 190 s pr= 7[6(w — wp) + 8w + wp)]

sin(wot) = 21].<efwof —e7Ih) = X8l wo) — 8l + )]

Antag: x(t) &r kontinuerlig och periodisk signal som vi kan teckna
som en fourieserie. Genom superposition fas

x(t)= Y e spr Y qd(w — kap)

k=—0c0 k=—o0

Tva moijliga beskrivningar:
Ck < FS X(t)

Diskret, icke periodisk, viktfaktor for varje ingdende frekvens kwo ~ kontinuerlig, periodisk med T = 2

Kontinuerligt LTI-system

Fouriertransformera!
Y(jw) = H(jw) - X(jw)

Om insignalen &r periodisk, teckna dess fourieserie och dédrefter
notsvarande fourietransfrom.

x(t) = Y k= —00¥y - effwot

e}

X(jw) =21 ) cxd(w — wy)
k=—0c0
Utsignal
Y(jw) = H(jw) -2 Y cpb(w —wok) =2 Y ¢ - H(jw) - 6(w — kawy)
k=—o0 k=—o00

27 Y ¢ - H(jwok) - 6(w — kay)

k=—o00
Notera att ¢, H(jwok) dr fourieserie koeff, for y och vi kan teckna

y(t) Y. - Hjkw) - et

k=—c0

33
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Varje frekvenskomponent i insignalen med frekvens kwy paverkas av
systemet med H(jwok), vilket kallas systemets frekvenssvar.

Notera H(jw) = Ft{h(t)}, H(jw) € C

Amplitudpaverkan: |H(jw)]|

Faspaverkan: arg{ H(jw)}

RC krets demo

Bild av RC krets med resistor R och Kap Q

o = [ i+

Q=0
Q=c-up
dQ(t) _ ...\ _ ~dug(t)

ar it) =C dt

. du()(i‘)
KVL: —u;(t) +i(f)R+up(t) =0 — RC- T ug(t) = u;(t)
Fouriertransformera och bilda kvot
RC - jwly(jw) + Up(jw) = U;(jw)
U (jew) 1 1 1 .
Ui(jw) 1+ jwRC { wo} 1+jg (je)
. 1
H(jw)] = ————
w
1+ (2)
. w

arg{H(jw)} = — arctan(—)

wo
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Repetition av viktiga samband
o x(t)*6(t—1ty) = foo T)*x0(f—ty — T)dT = x(t — tp)
¢ Fouriertransformens egenskaper

— Frekvensskifte:

g(t) —rr G(jw)

ekt s pr 28 (w — kewy)

ekt . o (t) = G(j(w — kwy))

— Multiplikation och Faltning
g(t) x f(t) =Fr G(jw) - F(jw)
1 . .
§() - £(8) —rr 5=Gljc) * F(jo)

Lat f(t) = efkwot
801+ e 2L G(jw) # 275(w — ko) = G(j(w — ko)

Lat g(t) —rr G(jw), icke periodisk signal och x(t) —pr X(jw)
en periodisk signal. Da har den en fourieserie

oo
x(t)= Y G-t
k=—o0
och Fourietransform

X(jw) =2m i - 0(w — kwy)

k=—o0
Bilda ny signal, y(t) = g(t) - x(t)

y(t) 1 5= Gljw) * X(jew) = Y(je)

Y(jw) = 22G(jw)* Y. i b(w — kap)) =

k=—0oc0

= Y GGj(w — ko))

k=—o00
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Sampling
En diskret signal skapas utifrdn en kontinuerlig signal x(t).

g[n] = x(nT)

g[n]: en diskret representation av x(t). Varden hos x(t) avlases vid
diskreta tid-punkter, nT. Kan x(t) aterskapas fran g[n]? Modell for
sampling (innehdller kontinuerliga signaler):

x(t) - p(t) = x, (1
p(t)= Y o(t—nT)

k=—o00

p(t) ar ett impuls tag. x(t) dr kontinuerlig.

x(t)-8(t —nT) = x(nT)-6(t —nT)
xp(t) =Y, x(nT)é(t—nT)
n=—oo
Multiplikation i tidsdomén (x(t) - p(t)) ger faltning i frekvensdoma-
nen.

Xp(je) = =X (jw) * P(ju)

Berikna P(jw), vilken &r periodisk med perioden T, sé finn dess
fourieserie.

1 172 : 1
= — S(t)e Tkwstgr — ~ vk
k T/—T/Z () T

Teckna Fourietransformen p(t).

P(jw) =2m i - 0(w — kws)

k=—o0

=w

ocksa ett impulstag men ldngs w-axeln. Notera ¢, = %, ws = ZT”

Xp(jw) = X(jw) * P(jw)

2n & )
=5 k:;mx(](w — kws))

Observera! x(t) kan aterskpas x,(t) genoom lagpassfiltrering och
multiplikation med T om wy,, < %.

ws: samplingsvinkel frekvens.

wp: den samplade signalens hogsta vinkel frekvens
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Vektorer

Magnitud: A= \/A%qLAZJrAE

Resultant: Ry;=A,+B,, Ry=A,+B,
Skalérprodukt 1: A-B=AB cos ¢
Skaldrprodukt 2:  A-B=A,B,+A,B,+
AZ BZ

Kryssprodukt 1: AxB=C=ABsin ¢
Kryssprodukt 2: C,=A,B.—A.B,, Cy=
A.B,—A,;B., C,=A,B,—A,B,

Kinematik
Momentanhastighet: v=dzx/dt

Momentanacceleration: a=dv/dt=d?z/dt>
Uaw=Ar/At

Om a konstant:
Vf:V0+at

L
Tf—2;=vol+ iat

vfc—vf:2a(xf—xi)

Konstant fart: arzvg/r
Fart #ndras: a,.=v?/r och a;=
Newtons lagar
1: Kordinatsystem som ror sig med kon-
stant hastighet relativt varandra ar ekvi-
valenta
2: F:% och p=muv ger:

F—m@—l—vd—m

S dt i

Dock oftast: Fjei=ma
3: Krafter upptrader i par

Tillampa Newtons lagar
1: Koordinatsystem

2: Frilagg
3: Krafter

dv
dt

x=(vg cos ap)t

1
y=(vg sin )t — ggt2
V=0 C0oS0Y

vy =70 sin g —gt
Svingningar

x(t)=Asin(wt+¢), dar w:\/%

Starta klockan i noll, pavig uppat:
Asinwt=v(t)=2=wA cost=>wA
Starta klockan 1 mnoll, pavdg nedat:
—Asinwt=v(t)=—wAcost=—wA

Starta klockan i max: A coswt

Starta klockan 1 min: —A cos wt

é?n[%et: é)sz

Fér fjader: F=—Fki'
dW=F.dr
Wi =/ F.di

l—)f_ i T
Arbete utrattat av fjader: Wi, ;=—k
fgif wdr=4ka?— ka3
Energi
Rorelseenergi: K :%mv
Potentiell energi (for fijider): U=3kz?

2

Om ingen friktion finns bevaras den
mekanisk energin U+K: U;+K;=U;+Kjy
Bﬁre_!semiingd

p=mu

P :Ziﬁi

Den totala roreleseméngden for ett isolerat
system bevaras.

Fyiktion
f=uN

Tyngdpunkt

P=3mivi=}; %(mﬁ;—)

Tyngdpunktens lage: ﬁ:%, dar M=
DM

PO
dp _d*(MR) _ 2 rd®R_yr=
ai— —az =M gz =Mdoym

S Fert=M R = Mac

Summan av alla externa krafter ger oss
tyngdpunktens acceleration

For kontinuerligt (kroppar): Integral

Allméanna gaslagen
PV=nRT, %328.31

_ _ N
n= antalet mol =N

N 4=6.022140857%1023mol ™! Avokados tal
Energi for enatomig gas

Emedel:%ka

kp=7-1.38x10"22J /K

Ein=n3RT

I denna kurs ersitts 3 med 5 for tvaatomiga
gaser

Utvidgning

I=lo(1+a-AT)

«: langdutvidgningskoefficient

For ytutvidgning: 2-«

For volymutvidgning: 3-a

Varmekapacivitet
Q=mcAt

¢: Materialkonstant med enhet J/kg-grad
H20: 4.18:10%J/kg-grad

&a:_t%rfmzm_e—
Is till vatten: 333-10%J/kg

Vatten till &nga: 2.26-106.J/kg
Termodynamikens forsta huvudsats
dQ=dE;p;+dW,

Qi j=AEin+W,is

Enatomig gas, konst. V: CV:nER drT

Enatomig gas, konst. P: Cp=ngR dT

Tvaatomig gas, konst. V: Cy=n3R dT

?

Tvaatomig gas, konst. P: Cp=ngR dT

ﬁ[Eg:5 géx:9 ')a[

Isokor: W,=0, pga volym konstant
Isobar: W,=P(V;—V;), pga tryck konstant

Isoterm: Wg:nRT*anvf7 pga PV =konst.
Adiabat (Q=0): PV"=konstant, 'y:g—:
Wgas:ﬁ(Pl‘/l—Pﬂ/Q)

PV=PV)]

Verkningsgrad och COP

W, — Sa
Qritty > QPos
_1Qcl__ Qc|

K=1,1=1au-1ac]

T T =T,
€Carnot=1— ﬁ: =c

Tu
__ T
Kcarnot= Ta STC

Viarmeledningsférmaga

P=0_p k0
k=vérmeledningsférmaga: enhet W/mK
A=Tvérsnittsarea

Harmoniska vagor

vT=\ f=1/T, k:%’r, v="%

y(z, t)=A sin(Z (z—ot))

=y(z,t)=A sin(kx—wt)

Allmént: y(z,t)=A sin(kz—wt+¢)
Partikelhastighet: %:fwA cos (kx—wt)

2
%:sz sin (kx—wt)

Fashastighet: v=,/ % ,dar p= massa/langd
Reflektion
yi=A;sinw(t—L)
V1
yr=A,sinw(t+=L)
. V2
ye=Arsinw(t—7)

Partikelacceleration:

Yityr=ys, Ait+Ar=A;
- (Ai=A)=1 A
Ap=22A A =222 4,

T vatu v+

EM-vagor, A, =210 A,

T nptng

Intﬂnsitgj—
Effekt/m

I~(amplitud)?

I’mazN4A2

I=1I,,45-cOS* (%)

m: heltal

Konstruktiv interferens:

cos %z:l:léd)zm-Qﬁé(ZA-cos %)2:4142
Destruktiv interferens:

cos $=0=2=(2m+1)-Z=(2A-cos $)2=0
Staende vagor

Ytot=y1+y2=2A sin kx cos wt

S strane: \—2L 7""\/f
Pa string: A==¢, f=—7"
n = 1 ar grundtonen
Svavningar
y1=Acos(kix—wit), ya=Acos(kar—wst)
w=27f

Y=Y1+y2 - e
=2Acos (2r(L582)t) cos (2m(L512)1)
fbeat:fl_fQ

EM-vagor

Brytningsindex: n=y/¢,, vfas=1;
I

¢2—¢1=27T%, nL: optisk vig
Brytningslagen:

ny sinf1=ns sin by, 0: infallsvinkel
Totalreflexion:

n1 sin ekritisk:nZ sin 90°=-sin Gkntisk:%

Interferens for ljus
Dubbelspalt:

Max: dsinf=mA
Min: dsinf=(m-+3)A
f#=vinkel emot gitterplanets normal
d=spaltavstang, gitterkonstant
Fas vs vagskilnad
[0 _TQ—Tl
21 A

For inget relativt fasskifte:
2tn=mMg (Konstruktivt)

1
2tn= <m+§) Ao (Destruktivt)

Byt plats pa formlerna vid relativt fasskifte
Minsta tjocklek som ger min: d:ﬁ
Diffraktion- i
Min: a*sin 0,,;,=mA, m==%1,+2, ...

. 2

3 2
I1=1Iy [%} , B: storsta faskilnaden

B:?a*sin@
Difftaktion- tva sli
® [sin(8/2)]°
_ 2 =
I=1I cos 2{ 32

2 27d
B:la*sine, @:% sin

Vinklar .
0=-, s=cirkelbagens langd

r
Cirkelrorelse-stela kroppar

dv dw
Atan= E =T E =ra




2
2

v
Aragd=——=W"T
T

Rotationsenergi

dKT:%dme
v=wr
édKr:%dmw%
K,=[dK,=31w?
Troghetsmoment

2

I:fhela T2dm:p fhela TQdV

Tunn pinne, axel mitten:

I=LML?

Tunn pinne, axel dnde: I:%ML2

Cylinder: ]:%MR2
Ring: I=M R?

Klot(Skal): I=2M R?
Parallel forskjutning: I=Icp+Md?

Vridande moment

T=rxF
Rorelsemingdsmoment

L=rxp, p=m7v
Summan av alla yttre vridande moment:

T dt
|L|=Iw
T=I«

Motsvarigheter i partikelfysik

m—I, x—0, v—>w, a—a, F—71, p—L
Problemlésning, stela kropar

Z T=1 CMQ (2)
For att 2 ska gélla far axeln inte &ndra rikt-
ning och axeln genom tyngdpunkten maste
vara symmetri axeln.

]Eieﬁanisg energl: Inga irreversibla krafter

i systemet (friktion, deformering)
Rorelseméngd: Inga externa krafter
Rorelseméangdsmoment: Inga externa vri-
dande moment

v=wr, a=qr

Klot(Solid): I=2M R> > Fen=Macu (1)
Isokor Isobar Isoterm Adiabat
Q | nCy(T>—T1) | nCp(To—T1) nRT—an—f 0
AEint nCv (Tg—Tl) TLCU(TQ—Tl) 0 TLCU (TQ—Tl)
Wyas 0 P(Va—V1) nRT'ln;’—f nCy(T1—T3)
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Inte forsta foreldsningen, utan endast snabb genomgang av foregaende
teori

Vektror

Storlek och riktning Fysikaliska storheter
1. hastighet

2. kraft

3. acceleration

1. Stracka

2. Fart

3. Tryck

4. Volym
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Kinnematik (rorelselira)

En dimension

lage

hastighet(velocity)

fart(speed)

1 dim vektor egenskaper: + eller -.
X

dx .
v = — momentan hastigheten

dt
dx = vxdt

dv
acceleration a = e =>dv=axdt

Xf—Xx; = 0ot + 1at2
f i — Y0 5
UJZ( — v? = 2as + accelerations strickan

Harledning:

dxzv*dt—)dt:d?x,dv:adt

dU:adng*dv:u*dx

0

]

f f 1,, .
:>/i vdv:/ adx — (Konstant a) — E(vf_vi) :a(xf—xi) — 0F =7 :za(xf_xi)

i

Resa fran gbg till sthim, vad dr medelhastigheten, givet att hastig-

Figur 1: Exempel av strdcka

het vid resa gpg till sthim &r vy, tillbaka ar v, och avstandet emellan

stiderna s?

i+V
Vmedel 7£ 7
2s 2s 2010 2010
Medelfart: 5 = - = 192 _ 291%2
o7 + oy T U1+ 02 U1+ 02
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Tod dimmensioner
dt a2 dt

N
rf—ri:vot+§at

Uniform centralrorelse

Vi

Figur 2: Hérledning av accelerations

. riktning vid centralrorelse
Vi
a=dy+aga dv|a‘|—v2
- Yr tr Ut d t ’ ry — r
Figur 3: Exempel pa uniform centralro-
relse
Newtons lagar och krafter
Faltkrafter Kontaktkraft
Tyngdkraft Normalkraft Egentligen dr bdda filtkrafter, normal
. . krafter dr t.ex att rep mellan atomerna,
Magnetisk kraft Friktionskraft alltsd en filtkraft.

Coulombkraft Spéannkraft

Newtons lagar

1. Kordinatsystem som ror sig med konstant hastighet relativt
varandra &r ekvivalenta.

2. F= Td("f) = m42 +gdn (mda%’ = md)

41



3. Krafter upptrader alltid i par.

Problemlosning

1. Rita koordinatsystem

2. Frilagg alla kroppar, rita en figur per kropp

3. Identifiera krafterna pa var och en av kropparna

4. stdll upp Newtons andra lag for var och en av kropparna

snoret dr: masslost och otdnjbart
trissan dr: oandligt glatt
Bestdam acceleration och spann-

kraft
Frilaggning av kropparna:
For objektet med massa For objektet med massa m;
ma2
mg mzg
mg+ T = mid Ty — mpg = mpay

mg(—j) + Taj = mia1j
— Tl —mg = ma
Ytterligare information —a; = a3, T1 = T

42
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T—mg=ma|T—mg=ma

T—mpg =mpa| — T+ mpg =mpa
nmo — N
= — = a
a m1+m2g|(m2 my)g = (my + mp)

|myT — mymy g = myamy

|m1 T — mympg = —moamy
|(m1 +m2)T — 2mymyg = 0
2m1m2
omy +my
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Idag: repition, friktion, newtons lagar, svangningar

Kinematik

7} = vpt + 1/2at?

Vs

k{;tr'kn -3 M
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Figur 1: Centralrérelse

v? 42
v=4/s,r= lm,mT = 0'3T =48N

m = 0.3kg
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Friktion

Bestamma p; for en krit-ask.
Vid kritiska ldget : f = mgsin(6). max f = pusmgcos(6c).

usmg cos(6.) = mgsin(6;)
For mq boxen:

f=usmg
Him g = miay
Ay = Us§

For my boxen

F, _f = mpay
Fy — psmig = mapsg
— Fy = (my + mp)usg
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<M

mo [ —

Byt plats pa kroken till den 6vre boxen

f =maag = usmig, Fo — usm1g = myag

m m
ag = ysm—;g — Fy— m—l(ml + 1112) g
4

SRy = %Fw = 227 =22N

Svingningar

Hook fjader F; = —kx k = fjaiderkonstanten N /M.
. d*x
FS = —kf = mﬁ

d2x

"R
2x  k
az T =0

allmans 16sning:

x(t)=A sin(\/E +¢)

Infor winkel hastighet w : w = %

+kx=0

—

x(t) = Asin(wt + ¢)
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Svingningar

x(t) = Asin(wt + ¢), w =

S|

x(t) = —Asin(wt
x(t) = Acos(wt
x(t) = —Acos(wt

~— ~— ~—

48
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Arbete - Energi

<
\

)

\ ."

Arbete

A\

Enhet: ] = Nm

W, /f Fdr
i—f ;
dW = (F cos0)dr = F(dr - cosb)

Figur 1: Arbetet som utréttas av en
o fjader

Wi_,,—/ifﬁ‘df—/if(—kxﬂ-(dxﬂ
:—k/ifxdx(f-ﬂ

X
= Wi = —k/lexdx = %kxl-2 - %kxj%
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Mgy~ ryy Wy
14
)
L RJ w J p { ”
7 R A )
. F ¥ = jm%Jer‘va:—?: mvdy—
— T— A ; ) v
B \ hetto krogé i a )
It vtk ke Al
B Tim';i’fk' Kt Sk yorasyrmnerg)
Fjader:
*k'z—*kzzfm _tm
5 X; > xf 7 Z)f > v
1 1

1 1
Léges eller potentiell energi => Emv} + Ekszc = imv? + Ekxiz

u= %kxz, —AU = AK

Gavitation:
f N
Wiy = [ mg(=Pay() =

f
= —mg/i dy = —mg(ys — yi) = mgy; — mgys =

L2 1. 5
mgyi — mgYy = SMUE — SM;

Figur 2: Exempel pa felaktig energi be-
rakning. Energi gar at for uppvarming
och deformering av tra blocket.

h = n

a0
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0 !\F/lgur 3: Friktion

}

> X
)
in(..-

Nettorkraft: F + f
|F+f|l=|F|—|f| =30—5=25N
Wx,~—>xf - <F+f) X =
=25%x3 =75Nm

Rorelsemiingd

p =m0
_ dﬁ
Netwons 2:a lag: F = ar
Tva partiklar(Isolerat system)

h= %’F’ =h

= dp_z dp_l _ dp_Z
2= T ar T ar
— dd% + % = 0, Den totala rorelsemidngden bevaras

o1
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Fortsattning pa foregaende foreldsning.

Kollisioner

Inelastiska kollisioner

[

Endast totala frorelse méngden bevaras.

P; = mqy0y + myv,

pf = (m1 + my)d

my07 + mp0y
my + mp

Pi:pf—)ﬁz
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Tyngdpunkt

XV

_ d
P = Zmiﬁi = Z $(mifi)
i i

Definera tyngdpunktens lige R enligt

R Limifi _ Yimifi

Yimj M
dP  d*(MR) d’R )
@ ap - Mg = Maan

33
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LECTURE NOTES 3

P=DP+DP+...
dP_+dP1+d152+ _
dt —  dt dt o

= (vita pilar +1) + ) _gula pilar = ) _ F;
- d’R _
ZFiext = MW = Macym

Summa av alla externa krafterna ger oss tyngdpunktes acceleration!

Exempel 1

TN

~

)
Gy
\)
3
S|
3

Exempel, tyngdpunkt
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Exempel 2
M r 12'7321:7JW”£E}(
' V/Jm /  ox L X
f\!:—b"_J*] f L L
¥ = ,!m)(:__l_«/_'_zjo‘Y:
'(m L/V\ - = L )
2
T [%] s L
z
0
Exempel 3
Tyndpunktens lage
nm Z60Ko /N T UO'Kg
r v, <

— - /s Vie™ 4
ﬁ__}vo

1. Sluthastighet

mvg = (m+ M)v — v =
60 x4
120 + 60
. Friktionkraft

m+MUO:

f=muN = pmg=0,4%60%9.82=235N
. Gliddid

_f_
a=-- =g
Av = —at = (1.33 — 4.00) = 0.400 * 9.81 + t => t = 0.685

. AP, APy

APy, = Py — P; = 60(1.33 — 4.00) = —160kgin1/s
APy = Py — P; = 190(1.33 — 0) = +160kgnt /s
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. Ax under glidning
U;Zc —v? = 2aAx

1.332 — 4.00% = 2(—peg) * Ax => A = 1.81m

. Forflyttning av vagnen under gldningsfasen Ax’

_ _ Hmg
f - ]’lkmg’a - M
1332 -2 = ZL;;‘?AJ(’

= 0.45m
. AKj, (Foranding av rorelse energi)

1
AKy, = E60(1.332 —4.00%) =
= —426.7]

AKyp = %120 %1.332 = 106.7]
Fattas 320]!

. Skillnad

235 x 1.36 = 320
136 =1.81 —0.45
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Lite repition
raket ekv

varmelidra
Mekanik problem

Problemlosnings metoder
1. Newtons 2:a lag, a
2. Mek energi, v

3. P bevaras

repition
Raketekvationen
¢m
B e S e— ALY
= 5 VeVe g

AN
X

P;=(M+dm)V

Pr = M(v +dv) +dm(v — v,)

P; = Py, Inga externa krafter

(M +dm)v = M(v+ dv) +dm(v —v,)

— Mdv = dmv,,dm = —dM — Mdv = —dMV,
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Viirmelira
Temperatur
Ve
Gastermometer
¥ 0. o
! 245 7
(’\// '11) 70‘ od) ¥
N f o &
U( m’)
PV = konstT

Vid 1 mol gas: konst = 8,31
PV = nRT,R = 8.31]/K,n = Antal mol
Avrogadostal N4 = 6,023 - 10%3st

Enheter for tryck

1. 1 M/m? =1Pa

2. 1bar = 10°N/m?

3. 1atm =1,013-10°N/m?

1dim:
58

| oo

LECTURE NOTES 2

Dalig for hojd 6ver havet, och utvigd-
ningen av vitskan paverkar

Millimeter kvicksilver:
P(Ah)pg/ A
P =pgh
13,6 % 10° % 0,700 % 9.81 = 1.013 * 10°



LECTURE NOTES 3

Termsik utvidning

Li > L AL
T— T:s AT

-

-
—_
R

a: linjara langdutvecklingskoeff, typiskt
virde: & = 1070

AL = L;aAT

Ly

2 dim:

A= A;+AA AA = A;BAT.

Tillbaka till ideala gaslagen

h mel

CV=nRT . | W~

N N R N
PV = N—ARTP = (V) <N_A> T—P= (7) kgT

Boltzmans konstant: kg = 1,23 %
10-23] /K



LECTURE NOTES 4

Vad ir egentligen temperatur?

Medelenergin ges av

Emedel — ng T

kinetisk energi

%kBT i medelenergi per frihetsgrad

Viérme — inre energi - Arbete

Inre energi E™

EM =N (2kBT> =

T N <3R> T — Eint =

3
=N TN, 2

R
Ny

Enatomiga molekyler (He Ne,Ar,..) har 3 frihetgrader (E, 500 = 3kgT). JE™ _ p < 3 R> T
Tvaatomiga molekyler (Hp, 0z, Ny, ...) har sfrihetsgrader, E;nt =
3kgT — Eig =n (3R) T
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Lecture notes
Lukas Rahmn
16 November 2016

REpition
Inre energi: E/"*

E" = N - Epeger, 1 dr antalet atomer

3 3
en at :nNy - EkBT = nER -T
2 5 int 3
tvaat :mERTAE = nER(Tz -Ty)

Specifikt virme

&

. Q: §M\GT
d_ B \ T Walt fig ] kon §9nd

D

HyO : 4,18 -10°] /kg - grad

61
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LECTURE NOTES 2

Exempel

*110

Cu

-

S\vi%#ﬁ? \§

temp: Cu = 60°C me, = 100g
H,0 =10°C My, = 20008

mcuccu(Tcu - Tf) = mHZOCHZO(Tcu - THzO)

62



Latent virme

Q

nianigh

kg
s vetlL €
R :
. 0 (C
o C

Q = mL (fasovergangar) L = 331 - 103/ kg (For vatten)

” i
L

’x ;t‘t-dK

/A‘u i

dWgas = F - dx = (PA)i(dxi) =

f
Wiy = /l A%

1. isokor
2. isobar

3. isoterm

63
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LECTURE NOTES 4

?
it |
]' Ve T
\'gc ch 5
Vv
e s
T_} d YA -'f PIv
%), K
v dev -’P[\/J-V,')
v; VJ
¥ (v = kenst
)SG{{YW v /5_,_/,, —
Py~ nRT= \l
’/‘()ThﬂT;—//o /,
Y
$

J

W~ —
2 JAPJV —.fn(\]i&‘—/ " hﬂr T\I%_’_/:.nﬂr(lnl/‘/“lnl//) .‘hRTM(;‘J_’/)
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LECTURE NOTES 5

Termodynamikens 1:a huvudsats

¢ (L

Later viktigt och ar viktigt!

It

I,

dQ = dE;,; + dW,
Qi—>f = AEjn; + Wi—>f

Topperatuem Sliger Srebberr A
Te ”J' (ugrtarbett lees 0 'w/rw)
eld Vot \ ‘\'”/‘ J»‘)’L!zyc]\’
I ‘ [ 7 ] Q~C,
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Lecture notes

Lukas Rahmn

17 November 2016

Kretsprocesser

Specifika virmet

1:a huvudsatsen

Qin

Qut

e = Wnetto
Qin

Q = mcAT
Q = nC,AT
Q = nCyAT

G, :

v

[LoER)T

dQ = dE™ + dW,

héar dWy =0

dQ = dE™

Q = AE™ = ngR * AT

3
Cv:ER

5
Co = ERtvé atomig gas

fnsd ﬁﬂ.s

66

l Vf A‘c"";{



LECTURE NOTES

P

PVy = nRT; Allména gas lagen
Q= AE™ + W
Q =, mC,AT Ei"tngR * AT = nC,AT
nCy(Ty — T;) = nCy(Ty — T;) + Wg
dW, = PdV = /if Pdo = P(V; — V)

nCp(Tf — Ti) = TICU(Tf — Ti) + P(Vf — Vz)
nCp(Tf — T;) = nCo(Tf — T;) + nR(Ty — T;) —

P:] o atm €% 5.y

ve® iESed = voe
—————o vy o< G

{;i,, 51'\1/\

Ty A Wy

v; Vs — ' ..«;./D‘_
. - —nf, AT T ey oo
e Ty2900 QT
n - —ﬁ;-g J
I AT B
iqt N — 5
‘e at tvaat W~ Lm.,;,(,s/ N = 2re

67
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LECTURE NOTES 3

Adiabatisk process

15 Lesm
Yool /Q - »4‘5'"‘*%)

Sop A

e s

S
For en isoterm giller PV=konst. For en adiabat giller PV(Cv> =

konst = PV
‘ isokor isobar isoterm adiabat
Q | nCy(Ty—T1) nCy(T,—Ty) nRTIn (%) 0
AE™ | nCy(Ty —Ty) nCo(Tp — Ty) 0 nCy(Ty — Ty)
Weas 0 P(V,— Vi) nRTIn (%) nCo(Ty — T)
70
P o! 2
/\ I 6 c L -}
I' §¢- 'Y
S 07 3 Z e
-~
/

Verknings grad ¢ = %ng — ):ngs
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Lecture notes
Lukas Rahmn
21 November 2016

Kretsproccesser, Varmeledning, Stottalet

Kretsprocesser

D

Viirme maskin

mdl: producera mekansikt arbete
pris: tillférd vdarme
Note: gar medurs

N

Kylmaskin
Tva typer
1. Kylskdp

2. Varmepump

69



LECTURE NOTES

Kretsprocess
L’.-J
s
L iQT) i @
3Po T 1 > 3 =loey
Qg Qay
- —+ vy —> v .
‘loo"
PO T ', 7 0
f t >
v 3V,
Enatomig gas
3 5
Cy - ER, Cp - ER
_XWi 2@

e

B 2 Qpos B 2 Qpos
1—=22:Qpp= TIC-U(TQ — Tl) (> 0) = H%R(?)Tl — Tl)

253:Qp=nCy(Ts— Ts) (> 0) = ngR(9T1 3T
3541 Quy = nColTy — Ts) (< 0) = n%R(3T1 — o))

5
4 —1:Q4 = nCp(Tl — T4) (< 0) = TlER(Ti — 3T1)

o= Qi+ Q23+ Q34 +Qu _

Q12+ Q2
_ 5*2+453%6-5%6-3%2 3415-9-5 4
%*2—!—%*6 3+5 18
YW, 4
- = = 2Py %2V = 4P)Vy = 4nRTy,e = —
e ZQPOS,ZWg 0 * 2V o Vo nKkili, e 18

70
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LECTURE NOTES 3

Carnotprocessen
T;: Lag temperatur
Ty: Hog temperatur

Ad;c\ﬁ,g\‘L
1 Se{t / w
Advo [ -1
—¥
W12 =nRT, -In (“;2> , Wo3 = nCU(Th - Tl)?
1
w34 = nRT; - In (KA}) , wy = nCy(Ty — Tp)
3

ARy In () +nRT;In (1)

T nRT, In (%)

Forenkling:
P V; = P,Volsoterm, PV, = P3V, adiabat
P3V3 = PyVylsoterm, PV, = P,V adiabat
-1 -1 -1 -1
=NV =WwVvv) = vV =v )

Ve V
_>V1V3:V2V4_>V§:V;
V. 1%
__Tiln (#)+1m(%) 1,-1
TyIn () T
Ration Th{h T Kallas energi kvalite In (%) =-In(8)
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LECTURE NOTES 4

Bt ("".) €, 0
= TN ) 66

L

1

~€/“f g’z —flc

2

(Med min 16sning) Skilljer sig lite fran
den som visades

Kylmaskiner

Onskat resultat ?
input ~ arbete utfort av kompressor

"coefficient of performance” =

Viimreledning

2
=
_/f’
4
=\

T-

k &r varmeledningsformagan W/m - K

~dQ T =T
Tdt = Ak 1

72



LECTURE NOTES 5

Hva‘s ’ '")
71' ( l1
K, kq
(N
ATy
Naésta steg
ATy AT,
A = Ak, = —=
k1 i ko o
Tl_Tx Tx_TZ
Ak =A
4 ko 5
Exempel
e i ,—_7;
k
— Rq
Y da
- T 2X k(2N ST
Jt { L) r
:ﬂ_ k2L g7
I [N A
J-—F:-k?ﬁl Ji = l“ﬁt—kz'j”' ('T—T):ﬂ
R r T, P
—=7 - k2ItL T
=7 P = R Q" 1)
o~
Stotttalet
. 1/N
n = Z V <U>

antal stotar per sekund och m?

N N\ [/ R N
PV=nRT +PV=—RT»P=(=)(—|T=(%)ksT
e pr === (5) () 7= (v)
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LECTURE NOTES 6

= vV 7 —

‘)0:"‘"’”’” A lme?
P=(T) & T

Hur manga molekyler forsvinner ut den forsta sekunden efter att
halet uppstt.

ol (P ol 100+ 1,013 % 10° 500
4 \kgT ~ 4 \1,23% 10723 %300

Hur l&ng tid tar det innan trycket har halverats? Férsumma inldc-
kage. Rel mellan tryck och antal partiklar : PV = %RT, P ~ N

N vanSl | galey som Jovktien oy '3

Ve -d4
IN, =g Gerrdt Aty e

Nv NL
l\/7r N, -,
e VZ
I JN\ T - ﬁ v (N.“(V-"V-ﬂJ,L
c”VI - J_<V7A L=

WoNy v

| M

- ! _l<ev=4

2 K'y\ QN\_N] < _,1‘<_ t —
N v

T@ be cortyrveyg
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Lecture notes
Lukas Rahmn

Mekaniska och Elektromagnetiska vagor.

Transversell vdg, storning vinkelrdt mot utbredningen. Longitudi-
nell vag: storn parralell med utbredningen.

Transversell vig

(5.0) = 2.0
YO = 3002 11

Vag:

y(x,t) = f(x — vt) Utbredning <
y(x,t) = f(x + vt) Utbredning —

75



LECTURE NOTES 2

Harmoniska vigor

7

)
AN Vveadlensd

A —

S N

A periad

T

—f

t

t=0, y = Asinax, sin(ax) = sin[a(x + A)] —
a(x+/\):ax+27r—>ax+a/\:ax+27r—>a:27n:k
Tid:

y(x,t) = Asin [z)’f(xw)] — Asin {Z/ir(x f/\t)] -

= Asin {zfx - 27rft} = Asin(kx — wt)

v*t:)\ochf:%%v:)\f

y(x,t) = Asin(kx — wt)
Alla samma: y(x,t) = —Asin(kx —w)
y(x,t) = Acos(kx — wt)
y(x,t) = Asin(wt — kx)
(

Allmént y(x,t) = Asin(kx — wt + )

Mvs?""""‘)l ':}\' Ak

T arg
. ° 24
L
AKX
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LECTURE NOTES 3

vV
[N N N,
N/ A

VJ*-:)T )JC

y(x,t) = Asin(kx — wt)
Partikelhastighet: % = —wA cos(kx — wt)

2
Partikelacceleration: fl% = w?Asin(kx — wt)

Fashastigheten

o Q“:Q%NO@

7



LECTURE NOTES 4

o
! 1
e
. . . ; "
Eéld{dtf\;y:m S~ tva olika Snaven W e "

x=0:yi+y, =y = A;jsinwt + A, sinwt = Assinwt — A; + A, = Ay
d d 1 1

=0: —(y; =—y—> —(A—A)=—A

X dx(%"'yr) dxyt Ul( i r) 0y t

205 Uy — U1
i Ar =

N Uy + U1

t i

N Uy + U1

Intensitet

effekt

P I ~ (amplitud)?
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Lecture notes

Lukas Rahmn

1 December 2016

Repition

1. Fasprang 7 vid reflektion mot ett medium déar v minskar

2. Intensitet ~ (amplitud)?
3- Vfas = \/;

Inteferens

Y, 72
(4 4

y1 = Asin(kx — wt), yp = Asin(kx — wt + ¢)

Ytot = Y1 + Y2 = 2A cos <(§> sin (kx — wt + (g)

79

Formel for addition av sinus funtioner:

sina+sinp = 2cos(a

2

—-B

)sin<

«+p
2

)



Extrem fall:

kOhS‘lf(/ )‘{rll/

Konstruktiv inteferens:

cos(¢):i1—>£—mn—>¢
2 2

Destruktiv inteferens:
¢

cos(z):0—>§:(2m+1)

NN

LECTURE NOTES

005{/:/;&{;'/

= m2m

rillen
K
Promenad mellan tva hogtalare.
Exempel
A=0,%m
@ o
I 8,25 m
A .
AP7 R Gr2 At
A
B
77{0‘; =62 Ad:’a){,q?\‘iﬂ

3 25-6,5.0x
¢ 5

80



LECTURE NOTES 3

EX‘””f’cV; anee

/J):Q

o

v 4

o
o~ L

Max intensitet
Ytot = 2A cos ? sin (kx — wt + ¢
2 2
Max intensitet:

4
I = Lpax * cos? (;) s Imax ~ 4A?

81



LECTURE NOTES 4

Stdende vigor

i

& — v
sin(a £ B) = sina cos £ cosasin B

y1 = Asin(kx — wt),, y2 = Asin(kx + wt)
Yiot = Y1 + Y2 = A(sinkx cos wt — cos kx sin wt + sin kx cos wt + cos kx sinwt) =

= 2A sinkx cos wt

n
o

_ O 7
IJP/

M|
Stadende vag pa strang l

Krav: sinkL =0 — kl = mmt

T 2t 2L
KM A= =
27T
k=7
Y- 2L

I//—>Ia 9/\/” ‘}*l oM
Im/\i ‘ . o E’ \/L’f‘ph

T R -
K> Y 27 Cvmfcn

v=f-Av=,]—

A-L

2L m
%f*ﬁaf_ oL

>
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LECTURE NOTES §5

Sviivningar (Beats)
a—p x+p

> Ccos >

cos & + cos f = 2cos
y1 = Acos(kyx — wit), y2 = Acos(kyx — wot)
x=0
y1 = Acos(wit), yo = Acos(wyt)
w=2nf

Yy =y1+y2=2Acos {2” <fl;f2> t} o [271 <J(ﬁ2Lf2> t}
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Lecture notes
Lukas Rahmn
1 December 2016

EM-vigor

Brytningsindex: n

n—=

$

fashastighet: v =

S|

Optiskviig

L
v c 5 Ao
== = — :—:E = —
v*f)L/f A/f /\0 A_>)L n
L L nL
4)2_471:27TX:27TE: o
n

nL kallas optisk vig

84



LECTURE NOTES 2

Brytningslagen

ny * |CD| = ny x |AB| = n1d sin6; = npdsin 6,

Totalreflexion

’JJ-{ N1 ¢_C

1.5sin6; = sin 6,

kritisk vinkel: sinf; = %

85



Inteferenseffekter med hjilp av ljus

e okl

s ‘

° | '=

£~ TATTE Somion
Sfet { e

Keher ¢nda Sckun )y
g oy

Youngs dubbelspalt

max: dsinf = mA
min: dsinf = (m—i— ;) A
2 ¢

I = L4y - COS 5

Exempel

y =2.0cm, A = 600nm, L = 2.0m, sokt: d

LA

1:amax:d-sin9:1)\—>d%:)\—>d:7:600-10_7m

86

sma vinklar: sinf ~ tanf =

LECTURE NOTES

Y
L
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)
o)

Y

o >

Exempel
Fragor:
1. Intensitet i 0 med alla splater 6ppna utryckt i Iy

2. Man kan blockera spalter. Vilka spalter ska blockeras for att man
ska fa max inensitet i A?

3. Hur stor dr den uttryckt i I4

87
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Lecture notes
Lukas Rahmn
5 December 2016

1. Inteferens i tunna filmer
2. Diffraktion

Upplosningsformaga

»

4. Rotations rorelser

Reflektion i tunna filmer

2
)/ A /
A a 7
n=t | el »
n>0 J hq anliveJrv gy
n=— 113
/1.5—7’4)
Fall 1
1)
n=1 i
nil? J
Al
"z /
Fasskillnad: 27r2dTn + 7
max: anTnin:mZN
2d = mi1 A
o 2
min: 2dn = mA

88



LECTURE NOTES 2

Fall 2

max: 2dn =mAm=1,2,3,...
1
min: 2dn = (m + EM m=0,1,2,3,..

minsta tjocklek som ger min:

A
d:E
7 2
- 1 ) N -n
n- lz, R IR .10( \
nz&-l’l'

X
e_
-1
3

min: bsin6,,;, = A | Young, max: dsinf = A

Diffraktion

89



==

)

v
=~

Nar sammanfaller ett diffr min med ett inteferensmax

G-T. 1le v $lara L 0:x,.) 'i?[ Sral

b4 __ —

P]a ‘
- -

I

|

bsinf = A,dsinf = mA — %l =m

LECTURE NOTES
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LECTURE NOTES §5

Rotationsrorelse

Rotationskinematik

(\W ;/&/}Js

1STrde6

lage: 6 jfr. x
hastighet: w = Z—w (4
do_ @0,
dt — de?
1

22
w% — w? = 2aABRotations energi:

acceleration: & =

9f —0; = wot + wt?

1
dKg = Edm 02

0 = wr

Hela rotations e%%rgin:

1 1
Kg = dK, = ~whdmr? = ~w? r?dm
hela hela 2 2 hela

/ r’dm = troghetsmomentest = I

1 1
Kr = §Iw2 jamfor med K = Emvz



Exempel

Smal pinne

L )

Tonn nWhy Lol o h = 1)

LECTURE NOTES

—:—%dm:%dx

93

~i= 4L
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LECTURE NOTES 7

Parallellforskjutningssatsen

Ip = Iom + MD?
Smal pinne:
| _ MIL?
cm — 12
MI2 L\? , (143\  MI?
127 — = L —_— = —
12 +M<2> M (12) 3

94



I for en homogen cylinder

dl = r*dm
M )
p = ﬁ = tatheten
dV = (27tr)dr x L
dm = Zm’er% = ZR—A;Irdr

. 2M ’ 2M [R*
I:/Odlzlzz/()r*rdr:Rz[4

Kryssprodukt

Vridande moment

A x B

ixj=k

jxi=—k

|A x B| = |A|-|B|-sinp
T=7xF

-

95
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LECTURE NOTES 9

Rorelsemingdsmoment
L=rxp
Samband mellan T och L
dl 4 o d,
I —E(rxmv)— T xmv—l—rxa(mv)—rxl:—r
pdl
dt

96



Lecture notes
Lukas Rahmn
7 December 2016

Rotations rorelser

\_‘__/
128 |
2 A
D
(
|
f
a
N
| < -l-me \ Lot
- T:7m
Troghetsmoment

Vridandemoment

97



Rorelsemingdsmoment L

L=7rxp p=m
_dp dL
F = — T = —
FTHT
Partikel mekanik Rotation
m 1
x 0
% w
a x
F T
P L
my? iw?
2 2
Bevarade storeheter
Mekanisk energi Se upp!

Rorelsemangd
Rorelsemdngdsmomenet

Hiirledning av former

Galler T = Ia? Sambandet mellan rotation och partikel fysik antyder

det.

Fran partikel mekaniken }; E = Macy

(s

Inga externa krafter

98
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Exempel

Exempel 1

Den mekaniska energin bevaras.

. - = 1 L
gp‘ia)]"\,y‘ -
VQ. >
\/] ]
| é_‘-’ C,/v\
vf-
J
Ki=0 v; = mgl
Lf:%Iwz
111 ot L pays
mg12—2 3mlw —mglz—2 3ml( )va = /3¢l

Acceleration av masscentrum:

N

U = wr

LECTURE NOTES



LECTURE NOTES 4

Exempel 2
5
AN I
fR=1Iua
I= %MR2, acy = aR
1 a 1 2
fR = EMRz% — f = EMLZCM — acpm = Mf
2f F
F—f=M=Z =_
f=My o f=3
Exempel 3
M ) Y s
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Lecture notes
Lukas Rahmn
8 December 2016

Repetion
Y P = Macy Y ' =1Ia (1)
_ dP dL
Y Pt = I Y = I (@)
Exempel 1
o
F=Fi f=fi

Anvind 1: F + f = Macy

Fi+ fi = Macpi — F+ f = Macy

Y% = (Rj x Fi) + (—Rj x fi) = RF(—k) + Rf (+k) = Iak
— Rf — RF = %MR%

|a5M\ = R|5€| —acym = —Ra - o = —aCTM — 2f—2F = —MﬂCM

F
2f—2F: —Macym adderamedF—i—f:MaCM—) —F+3f:0_>f: §

Friktionen éar riktad &t samma hall som krafen F

101



LECTURE NOTES 2

Exempel 2

lechney P4 T

N R,

o e

™/

f=ri
Fcos®+ f = Macy
- RzF cosf — sz = —MRzﬂCM

RyF(+k) + Rof(+k) = Iak = —I”E—Ml%
2

a
RiF+Ryf = —11‘;—12‘4

Addera ekvationerna:

—RyF cos6 —Ryof = — MacpRs
a
RyF +Ryf =— 113—24
I
—RyF cos +RF =— {RZM + R_J acm
2
F R1>
—acpm = ——— Ry | cos® — —
CM R2M+ RLZ 2 < R2

102



Exempel 3

Burk i backe.

1 1
K=Kgr+Kr = Elwz + EMng

1., 1., 1.V&, 1, 1, [I
Mgh = S1w* + SMVEy = EI—RQA +oMVEy = 5Veu |z t M
2Mgh
> Vew = 170
R2
Tva burkar:

1o [ 3MR? 3., 2gh 4
Ipar ~ SMR® = o5 + M = 205 +M:§M,VCM:?:§gh
1 mR? 2¢h
lion ~ 5mR?* = ﬁ+m:7+m:2m,V3M:%:g}z

103
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LECTURE NOTES 4

Exempel 4

Lerklump kastad mot dorr. Mekansik energi och Rorelseméng beva-
ras inte. Inga yttre vridande moment m.a.p A, Alltsé bevaras L. I

104



Lecture notes
Lukas Rahmn
12 Deceember 2016

Problemltsning + entropi

Exempels
Exempel 1
1
R T
\jj J‘lo-lf]—k' Tj -:—0.076.2'5>0)/1-010Y
ld\— t)\ln “’7 0,30'3 - o
3705
v
oL ? 9
— =& raf - J
7z
Givet
R =76cm 1y =0.11Nm F =25N t = 1.3s
Sokt:

1. Hur langt dr det papper som dras ut under de forsta 1.3s?

2. Hur ldng papper dras ut under ¢ € [1.3, o]
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LECTURE NOTES 2

Exempel 2

Bowling Givet:
2 2
R =0.11m, px =021, vg =8.0m/s, wo =0, IgMR sfar

1. Retardationen under glidningsfasen
2. Vinkelacceleration under glidningsfasen
3. Glid tid

4. Glidstracka
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LECTURE NOTES 3

Exempel 3

4
v

7 7
i ® !
b C
& v
AN
’\Go
— [] 1

I =0.5m, M =4kg, m =3.00g, w = 10rad/s, 6§ = 60°

Exempel 4
b
L
& y
4 L r 7 T /)7 n s
M
JyTv(r)ae

107



Exempel 5

A=654-10""m

Man observera 15 max, bestdim vilket intervall d ligger inom!
Max: d sin@ = mA, {or gitter. storsta m : 7.

dmin “1=7A, dpax -1 =8A — de [7)\,8)\]

Exempel 6

/Vf’\’( \.l.'lev's"‘l'(l '

2nd :("*é)A mIo Y L

Séphinna, For d = 115nm, vilka vaglingder i det synliga omradet ger
max intensitet?

A= an1
m+ 3
p _ 27133+115

1

2
108
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LECTURE NOTES §5

Exepmel 7

Bestdm den hogsta ordningens m som inte ger ett 6verlapp mellan
ordningar.

" ()"—)\I) )=

— e ~ li S m

— =

Yoo 1o )‘l'>¢‘
Hee u o
— TR Tr
Rce |09
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